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Die Schonheit
der Zahlen

Johann Sebastian Bach, Le Corbusier und Maurits Escher: Die Mathematik hat viele
Kinstler beeinflusst. Aber auch der Mathematik selbst wohnt Schonheit inne.

Unser Autor jedenfalls ist fest davon uberzeugt und begeistert sich fur deren Kurze,
Schlichtheit, Klarheit und absolute Uberzeugungskraft ihrer Argumentationen und Ideen.
Ein Pladoyer fur die Freude an einer Rechenkunst, die sich auch Laien erschlieften kann.

TEXT DON ZAGIER

in ungarischer Zahlentheoretiker definierte

Mathematiker einmal so: , Ein Mathematiker

ist ein Gerit, das Kaffee in Theoreme verwan-

delt.” Da es in meinem Institut in Bonn kei-

nen guten Kaffee gibt, aber keinen Mangel an

Mathematikern oder an Theoremen, habe ich mich

manchmal gefragt, ob Mathematiker nicht auch in der
umgekehrten Richtung eingesetzt werden konnten!

Nun gibt es Menschen, die nicht authdren kon-

nen, Kaffee in besagtem Sinne zu verarbeiten, und

andere, denen der blofie Gedanke an Mathematik ein

Was macht der Mathematiker?
Erfindet oder entdeckt er Neues?

Gréuel ist. Darauf will ich spéter zurtickkommen. Zu-
ndchst aber will ich auf andere Fragen eingehen: Was
ist die Mathematik? Worin besteht ihre Schonheit?
Und was kann man machen, um die Freude an ihr
auch Nichtmathematikern zu vermitteln?
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Die Frage, was Mathematik tiberhaupt ist, klingt naiv.
Sie ist aber gar nicht so leicht zu beantworten und
hat Philosophen seit Jahrhunderten beschaftigt. Im-
manuel Kant stellte sogar die Frage, wie die reine
Mathematik moglich sei, ganz an den Anfang seiner
Kritik der reinen Vernunft. Andere Wissenschaften sind
klar nach den Objekten gekennzeichnet, die sie stu-
dieren: Himmelskorper, Lebewesen, menschliche Be-
ziehungen oder was auch immer. Bei der Mathema-
tik ist das nicht so einfach.

Erstens sind die Gegenstande der Mathematik
nicht immer die gleichen: Zahlen, algebraische For-
meln, analytische Funktionen und geometrische Ge-
bilde gehoren natiirlich dazu, aber das eigentliche
mathematische Denken besteht eher im Studium von
Strukturen tberhaupt als im Studium der Struktur
von bestimmten, vorher festgelegten Objekten. Aber
das Problem geht noch tiefer: Im Gegensatz zu ande-
ren Disziplinen ist hier nicht einmal klar, wo die Ob-
jekte existieren, die wir studieren. Sind sie intern oder
extern? Subjektiv oder objektiv? Existieren sie nur
in unseren Gehirnen oder in der reellen Welt? Besteht
die Tatigkeit des Mathematikers darin, Neues zu
erfinden oder zu entdecken? >
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Fiir Entdecken spricht, dass sich mathematische Ergeb-
nisse objektiv nachpriifen lassen: Der Beweis, den ein
Mathematiker von einem Satz gibt, wird — wenn ihm
kein Fehler unterlaufen ist — jeden Mathematiker von
der Wahrheit der Behauptung tiberzeugen. Verschie-
dene Mathematiker, die dieselbe Frage untersuchen,
werden stets dieselbe Antwort erhalten, unabhingig
von ihrer Personlichkeit oder ihrem individuellen Ge-

Zu jedem Zeitpunkt gibt
es eine Vielzahl von gultigen
Konsequenzen

schmack. Dasselbe gilt auch fiir verschiedene Kultu-
ren, die hdufig unabhidngig voneinander auf genau
dieselbe Mathematik gestofen sind. So wurden etwa
die Formel zum Losen quadratischer Gleichungen,
der Satz von Pythagoras (der natiirlich nicht iiberall
so hief!) oder der Algorithmus zum Ziehen von
Kubikwurzeln in vielen verschiedenen Kulturen der
Antike entdeckt.

Aber genauso haufig sind Mathematiker auch Er-
finder. Zum einen hat der Mathematiker oft das rein
subjektive Gefiihl, etwas Eigenes zu kreieren. Zum
anderen kommen verschiedene Mathematiker je
nach personlichem Geschmack und Erfahrung hau-
fig auf verschiedene Problemstellungen und damit
auf verschiedene Resultate. An ihren mathemati-
schen Sdtzen kann man sie oft wiedererkennen wie
an einer persdonlichen Handschrift. Genauso kommt
es vor, dass verschiedene Kulturen ganz unterschied-
liche mathematische Richtungen eingeschlagen
und damit eine ihnen eigene Mathematik entwi-
ckelt haben.

Die Griechen etwa haben den Begriff des Bewei-
ses erfunden und in den Vordergrund gestellt, wih-
rend die Chinesen zwar hdufig dieselben Entdeckun-
gen machten, diese aber in Form von Algorithmen
oder Rechenrezepten prédsentierten. Oder, um noch
ein Beispiel zu nennen: Die Agypter haben im Dienst
von Wirtschaft, Landvermessung und Astronomie
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genauso wie andere antike Volker das Rechnen mit
rationalen Zahlen (Bruchzahlen) entwickelt, aber auf
ganz eigenartige Weise: Anstatt die Briiche als Quoti-
enten von Zihler und Nenner zu schreiben, haben
sie nur reine Reziprokzahlen (1/n) zugelassen und je-
den Bruch als eine Summe von solchen dargestellt.
Dartiber hinaus wurden nur verschiedene Nenner zu-
gelassen: 2/5 wurde nicht als 1/5 plus 1/5 dargestellt,
sondern als 1/3 plus 1/15!

Wo liegt dann die Wahrheit? Nach dem Gefiihl
der meisten Mathematiker in einer Kombination
beider Aspekte. Zu jedem Zeitpunkt und bei jeder
Fragestellung gibt es eine Vielfalt von giiltigen Kon-
sequenzen, die aus den Axiomen und dem bereits
Bekannten folgen, dhnlich den vielen moglichen
Zigen, die es bei jeder Position in einer Schachpar-
tie gibt. Diese Konsequenzen sind in einem gewis-
sen Sinne bereits da. Der Mathematiker muss aber
jeweils entscheiden, welche Richtung er verfolgt,
und dadurch kommen sein individuelles Kénnen,
sein Geschmack und seine Personlichkeit zur Gel-
tung. Der franzosische Mathematiker Gustave Cho-
quet hat es so formuliert: , Der Satz, den man sucht,
existiert fir alle Ewigkeiten. Aber um ihn zu entde-
cken, muss man einen Weg erfinden.”

Gehort die Mathematik zur Kunst oder zur Wis-
senschaft? Wieder kann man beide Standpunkte
leicht verteidigen. Fiir die Kunst spricht zunachst die
Tatsache, dass die Mathematik hdufig in der Kunst
(im gewohnlichen Sinne) vorkommt: Man braucht
in der Architektur nur an die Pyramiden, das Parthe-
non oder die Gebdude von Christopher Wren, Le
Corbusier oder vielen anderen Architekten zu den-
ken. In der Musik an die Werke von Bach, Mozart
oder Schonberg. Und in der Malerei an die von Dii-
rer oder da Vinci.

Auch die Mathematik selbst kann é&sthetisch
schon sein — etwa manche Formen in der Geometrie,
wie die fiinf regelmafigen Polyeder, die bereits Plato
entdeckt hat. Oder, um ein moderneres Beispiel zu
nennen, die schonen fraktalen Bilder, die vielen be-
kannt sind. Manchmal fiihrt die Kunst sogar zu neu-
er Mathematik. Das ist unter anderem der Fall bei vie-
len Bildern des niederlindischen Malers Maurits
Escher. Ein noch interessanteres Beispiel wird durch
die sogenannten Tesselierungen (Parkettierungen)
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der Ebene gegeben. Ein ziemlich tief liegender ma-
thematischer Satz besagt, dass es genau 17 wesentlich
verschiedene Arten von Symmetrie gibt, die eine sol-
che Tesselierung haben kann; und erstaunlicherwei-
se wurden alle 17 von islamischen Kiinstlern im Mit-
telalter entdeckt und in wunderschénen Ornamenten
der Alhambra in Granada realisiert.

Aber wenn ich von Kunst und Mathematik spre-
che, meine ich nicht diese Beziehungen zwischen der
Mathematik und den anderen Kiinsten, so vielfach
und interessant sie auch sein mogen, sondern, dass
die Mathematik selbst Kunst ist. Dabei sind die rele-
vanten dsthetischen Kriterien nicht von visueller,
sondern von abstrakter Natur: etwa die Kiirze,
Schlichtheit, Klarheit und absolute Uberzeugungs-
kraft der Argumentationen und Ideen. Diese Kriteri-
en mogen zundchst eher intellektuell als kiinstlerisch
erscheinen. Dennoch gibt es kaum jemanden, der
sich langer mit Mathematik beschiftigt und nicht ein
Gefiihl von ihrer Schonheit entwickelt hat.

Die Mathematiker benutzen Worter wie schon und
elegant sogar hdufiger als wissenschaftliche Begriffe wie
iiberzeugend oder korrekt. Und, was noch interessanter
ist: Dieses Gefiihl fiir mathematische Schonheit stellt
sich sehr haufig als der sicherste Fiihrer bei der Wahl
des besten Weges durch das Labyrinth der Mathema-
tik heraus, als eine Art Ariadnefaden.

Der Kiinstler darf seine Entscheidung — Was schrei-
be ich? Was male ich? Was komponiere ich? — nach
asthetischen Kriterien treffen. Der Wissenschaftler
hat diesen Luxus fast nie, da die Natur nicht unbe-
dingt den Weg eingeschlagen hat, der uns Menschen
am besten gefdllt. Bei der Mathematik ist die Situati-
on intermedidr: Der Mathematiker muss nicht unbe-
dingt (und kann bestimmt nicht immer) nach dsthe-
tischen Kriterien vorgehen; aber in der tiberwiegenden
Mehrzahl der Fille stellt sich der mathematisch rich-
tige Weg als der dsthetisch beste heraus. Es gibt keine
bessere Strategie, als immer nach der schinsten Lo-
sung zu suchen.

Die Mathematik kann also durchaus zur Kunst
gerechnet werden. Aber auch fiir die Mathematik als
Wissenschaft sprechen gute Argumente. Die Mathe-
matik hat einen in den sonstigen Wissenschaften
kaum anzutreffenden Grad von Objektivitdt: Thre
Ergebnisse sind absolut gesichert, da man sie ja

beweist. Und was einmal gefunden ist, veraltet nie.
Spétere Entwicklungen werden zwar neue Aspekte
hinzufiigen, aber eine einmal entdeckte Wahrheit
nie dndern.

Die Mathematik kann sogar als wissenschaftli-
cher als die anderen Wissenschaften gesehen wer-
den, da sie noch weniger als diese von den Zufillig-
keiten unserer Welt abhdngt. So konnte man die ver-
schiedenen Wissenschaften von soft science nach
hard science anordnen, etwa: Geschichte — Soziologie
— Psychologie — Medizin - Biologie — Chemie — Phy-
sik und dann erst Mathematik. Denn die Geschichte
eines Landes wird von zufilligen Ereignissen be-
stimmt und hétte genauso gut anders verlaufen kon-
nen; die Soziologie eines Volkes hingt stark von
kulturellen Aspekten ab; die Psychologie ist univer-
seller, aber immer noch kulturbedingt; die Medizin
ist fiir saimtliche Kulturen und Vélker giiltig, aber nur

Die Natur hat nicht unbedingt
den Weg eingeschlagen, der uns
Menschen am besten gefallt

fir die Gattung Mensch; die Biologie gilt fiir alle be-
kannten Lebensformen, wiirde aber vermutlich auf
einem entfernten Planeten anders aussehen; die Che-
mie wiirde sogar in entfernten Planeten unverdndert
gelten, aber unter Konditionen extremer Temperatur
oder extremen Druckes — wie etwa nach dem Urknall
- anderen Gesetzen folgen.

Und sogar die Physik, die universell zu sein
scheint, ist es nicht unbedingt, da wir uns leicht ein
anderes Universum vorstellen konnten, in dem etwa
das Verhdltnis zwischen der Masse eines Protons und
eines Elektrons einen anderen Wert als 1837 besitzt.
Die Mathematik aber wiirde sogar in diesem anderen
Universum gelten: Zwei plus zwei wére immer noch
vier, jede Zahl immer noch ein Produkt von Prim-
zahlen. Es ist paradox: Die Mathematik, die schein-
bar unwirklichste aller Wissenschaften, beschreibt
die reellste Realitét! >
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Warum nun bereitet die Mathematik vielen Men-

schen so viel Freude? Die naheliegende und gewiss
nicht total falsche Antwort lautet: Es macht einfach
Spaf3, Probleme zu 16sen und schwierige Rétsel zu
knacken. Dazu kommt das bereits beschriebene
asthetische Gefiihl, die Freude an der Eleganz und
Schonheit der Ergebnisse und der Argumente, die

Wir schaffen es, eine LOosung
fur alle Zeiten unwiderlegbar
zu beweisen

man bei anderen liest oder selber findet. Die Haupt-
quelle der Befriedigung aber, die die Mathematik
ihren Anhdngern zu geben vermag, scheint mir das
besondere Gefiihl, ohne externe Hilfsmittel ein Stiick
Wahrheit zu entdecken, hinter ein Geheimnis der Na-
tur zu kommen. Als einfaches Beispiel dafiir mochte
ich Euklids bertithmten Beweis fiir die Existenz unend-
lich vieler Primzahlen anbringen:

Man stelle sich vor, es gibe nur endlich viele Prim-
zahlen, etwa 2, 3, 5, 7 und so weiter bis 31 und dann
keine mehr. Dann kéonnte man diese Primzahlen 2, 3,
. ..., 31 alle zusammen multiplizieren und zu dem Pro-
dukt 1 addieren. Die dabei entstehende Zahl wire durch
keine der Primzahlen 2, 3, . . ., 31 teilbar, da sie um
eins grofSer als ein Vielfaches von jeder von ihnen ist. Sie
miisste aber, wie jede Zahl, entweder selber prim sein
oder einen kleineren Primfaktor enthalten. Dieser Faktor
wire, entgegen der Annahme, eine Primzahl, die nicht
in unserer urspriinglichen Liste vorhanden war.

Ob man dieses Argument bei einer so kurzen Dar-
stellung in allen Details nachvollziehen kann oder
nicht, auf jeden Fall kann man - so glaube ich - eine
wahrlich fantastische Eigenschaft dieser Argumenta-
tion erkennen: Von einer Frage ausgehend (Gibt es
endlich oder unendlich viele Primzahlen?), die wir
Menschen eigentlich gar nicht 16sen konnen sollten,
da wir ja nie mehr als einen kleinen endlichen
Anteil der Primzahlen betrachten konnen, schaffen
wir es dennoch mithilfe von ein paar einfachen,
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wenn auch sehr subtilen Sitzen, die Losung zu fin-
den und fiir alle Zeiten unwiderlegbar zu beweisen.

Die Mathematik, die von innen kommt und
gleichzeitig etwas Externes beschreibt, ist die einzige
Wissenschaft, mit der man die Wahrheit nicht nur
durch pures Nachdenken finden, sondern sogar auch
beweisen kann! Und dies tun zu kénnen, ist eben ein
herrliches Gefiihl.

Die Mathematik kann einigen Menschen eine tie-
fe Freude schenken. Aber eben leider nur einigen. Sie
ist langst nicht jedermanns Sache. Im Gegensatz zur
Musik oder zur guten Kiiche, die einige leidenschaft-
lich und andere distanzierter lieben, aber doch fast
alle schitzen, weckt die Mathematik enorm unter-
schiedliche Gefiihle: Die, die ihre Faszination einmal
entdeckt haben, konnen gar nicht davon ablassen,
wéhrend die grofie Mehrheit der Menschen sich nicht
vorstellen kann, dass Mathematik und Freude tiber-
haupt etwas miteinander zu tun haben. Auf die
Frage, woran das liegt, mochte ich nicht eingehen,
obwohl es durchaus interessante Untersuchungen
hierzu gibt. (Sicher ist auf jeden Fall, dass ein grofier
Anteil davon kulturell bedingt ist.) Ich bin aber tiber-
zeugt, dass die Liebe zur Mathematik in vielen Men-
schen potenziell vorhanden ist.

Das Hauptproblem besteht vielleicht darin, dass
die meisten Menschen nie echte Mathematik gesehen
haben: Die Mathematik, die jeder in der Schule lernt,
wird beinahe immer als blof3e Rezeptsammlung zur
Anwendung im Alltagsleben oder bestenfalls in der
Wissenschaft prasentiert. Schone Mathematik kommt
selten vor. Aber um die Schonheit der Mathematik zu
verstehen, muss man ihr auch begegnet sein.

Stellen Sie sich vor, Sie wiirden von der Existenz
der Musik wissen, hdtten aber nie einen Ton oder eine
Melodie gehort. Sie hitten bestimmt ebenso grofie
Miihe, von ihrer Schonheit iberzeugt zu sein, wie das
jetzt bei vielen Menschen fiir die Mathematik gilt.
Es ware natiirlich noch besser, wenn Sie nicht nur
einige Tone und Melodien gehort, sondern diese
auch selber gespielt oder gesungen hétten. Und noch
besser, wenn Sie dies bereits als Kind getan hitten!
Genauso verhdlt es sich mit der Mathematik.

Zum Gliick sind Begegnungen mit der Mathema-
tik durchaus moglich. Es gibt viele mathematische
Resultate, deren Formulierungen (und manchmal
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auch Beweise) fiir Nichtmathematiker zugdnglich
sind und deren Schonheit bestimmt viele nachemp-
finden kdnnen. Beispiele sind die bereits erwdhnten
Platonischen Korper, die Eulersche Formel oder der
Satz von Lagrange, wonach jede nattirliche Zahl die
Summe von hochstens vier Quadratzahlen ist. Es gibt
auch andere, mit denen man selber experimentieren
und somit Freude am mathematischen Entdecken er-
leben kann.

Ich erinnere mich gut daran, wie ich mit zwolf
Jahren von einem Chemiker den Satz von Pick erzahlt
bekam, wonach der Flicheninhalt von einem Poly-
gon auf Karopapier, dessen Eckpunkte nur in Kreuz-
punkten liegen, eins weniger ist als die Anzahl der in-
neren Punkte plus die halbe Anzahl der Randpunkte.
Ich habe wochenlang dartiber nachgegriibelt, bis ich
endlich einen Beweis dafiir fand. Oder das mysterio-

Der Satz von Pick regte
zum wochenlangen Grubeln an

se Mobiusband mit nur einer Seite und nur einem
Rand: Versuchen Sie, durch reines Nachdenken her-
auszukriegen, was passiert, wenn Sie mit einer Sche-
re ein solches Band in der Mitte, beziehungsweise ein
Drittel vom Rand entfernt, aufschneiden!

Solche Begegnungen, die fiir Jung und Alt abso-
lut faszinierend sein konnen, lassen sich durch einen
guten Lehrer oder auch durch ein gutes Buch ver-
mitteln. Ich denke zum Beispiel an die zwei Biicher
Der Zahlenteufel und Zugbriicke aufler Betrieb von
Hans Magnus Enzensberger, wovon sich das erste
eher an Kinder, das zweite an Erwachsene richtet.
Aber es gibt neben Lehrern und Lehrbiichern auch
einen dritten Weg: ein Museum fiir die Mathematik,
in dem man Schones sehen, horen und beriihren
kann. Ein Beispiel ist derzeit die Ausstellung der Pa-
riser Fondation Cartier ,Mathematics: — A Beautiful
Elsewhere”. Bis 18. Marz helfen hier acht Kiinstler,
die Asthetik der Mathematik zu erleben. Zu einem
Ausflug in die Schonheit des abstrakten Denkens
lade ich Sie herzlich ein. <
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DER AUTOR

Don Zagier, Jahrgang 1951, ist seit 1995 Direktor am
Max-Planck-Institut fur Mathematik in Bonn und seit
2000 Professor am Collége de France in Paris.

Der vorliegende Aufsatz des international bekannten
Zahlentheoretikers basiert auf einer Rede, die er 2003
anlasslich der Eroffnung des math.space im Wiener
MuseumsQuartier gehalten hat, und auf der englischen/
franzosischen Version, die im Katalog der Ausstellung
.Mathematics - A Beautiful Elsewhere" publiziert wurde.

Weitere Informationen zu dieser interaktiven Show,
an der Don Zagier mafgeblich beteiligt war, finden Sie
unter www.fondation.cartier.com
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